
DM 5 (d'après EDHEC 2001)

1. On pose, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, vn =

n∑
k=1

1

k
.

(a) Montrer que : ∀k > 1,
1

k
≤ ln (k)− ln (k − 1)

(b) En déduire que : ∀n ∈ N∗, vn ≤ ln(n) + 1.

2. On considère une suite u dé�nie par son premier terme u0 = 1 et par la relation suivante,
valable pour tout entier n :

un+1 = un +
1

un
.

(a) i. Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est parfaitement dé�ni et
strictement positif.

ii. En déduire le sens de variation de la suite (un).

(b) i. Pour tout entier k, exprimer u2k+1 − u2k en fonction de u2k.

ii. En déduire que : ∀n ∈ N∗ : u2n = 2n+ 1 +

n−1∑
k=0

1

u2k
.

iii. Montrer que : ∀n ∈ N∗, u2n ≥ 2n+ 1. En déduire la limite de la suite u.

(c) i. A l'aide du résultat précédent, montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal
à 2 :

u2n ≤ 2n+ 2 +
1

2
vn−1

ii. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal à 2 :

u2n ≤ 2n+
5

2
+

ln(n− 1)

2
.

iii. En déduire �nalement que un ∼
√
2n quand n→ +∞.

iv. Écrire une fonction en PYTHON permettant de calculer et d'a�cher un en prenant
comme argument n.
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