
Chapitre 3 Synthèse : Nombres réels

Dé�nition : Soit x et y deux réels. x ≤ y si et seulement si 0 ≤ y − x.

Propriété : (de la relation d'ordre)

1. ∀x ∈ R, x ≤ x
2. ∀(x, y) ∈ R2, (x ≤ y, y ≤ x)⇒ x = y

3. ∀(x, y, z) ∈ R3, (x ≤ y, y ≤ z)⇒ x ≤ z
4. ∀(x, y, z) ∈ R3, x ≤ y ⇒ x+ z ≤ x+ y

5. ∀(x, y) ∈ R2, ∀z ∈ R+, x ≤ y ⇒ xz ≤ yz
6. ∀(x, y) ∈ R2, ∀z ∈ R−, x ≤ y ⇒ xz ≥ yz
7. ∀(x, y) ∈ (R∗)2, x ≤ y ⇒ 1

y ≤
1
x

Dé�nition : Soit A une partie de R et soit x un élément de R

1. On dit que x est un majorant (respt un minorant) de A si ∀a ∈ A, a ≤ x (respt ∀a ∈
A, x ≤ a). Lorsque A admet un majorant (respt un minorant), on dit qu'elle est majorée

(resp minorée).

2. A est bornée si elle est à la fois minorée et majorée.

3. On dit que x0 est un maximum (respt minimum) de A si x0 appartient à A et si x0 est un

majorant de A (respt un minorant de A). On note x0 = max(A) (respt x0 = min(A)).

Remarque : non unicité des majorants et minorants, unicité du minimum et du maximum

Dé�nition : Soit A une partie de R. On appelle borne supérieure (respt inférieure) de A
dans R le plus petit (respt plus grand) des majorants (respt des minorant) de A dans R. Quand

il existe, on le note sup(A) (respt inf(A).

Propriété : Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de R admet une borne supé-

rieure (resp. inférieure).

Dé�nition : Soit x ∈ R. On appelle partie entière de x le plus grand entier inférieur ou égal

à x. On la note bxc.

Propriété :

1. ∀x ∈ R, bxc ∈ Z
2. ∀x ∈ R, bxc ≤ x < bxc+ 1

3. ∀x ∈ R, x− 1 < bxc ≤ x

Dé�nition : On appelle valeur absolue de x ∈ R le réel positif, noté | x | et dé�ni par

| x |= max(−x;x).
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Propriété : Soit x et y deux réels.

1. | x |≥ x
2. | xy |=| x || y |.

3. si y 6= 0, | xy |=
|x|
|y| .

4. | x+ y |≤| x | + | y |

Dé�nition : Pour tout x réel, on dé�nit xn par x0 = 1 et xn+1 = x× xn,∀n ∈ N.
Pour tout x réel non nul, et tout n entier naturel non nul, on pose x−n = 1

xn .

Propriété : Soit a, b trois réels, m et n deux entiers.

1. am+n = aman

2. (am)n = amn

3. (a+ b)
2

= a2 + 2ab+ b2

4. (a+ b)(a− b) = a2 − b2

5. (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3b2a+ b3

6. On suppose 0 ≤ n ≤ m : Si 0 ≤ a ≤ 1, am ≤ an et si a > 1, an ≤ am

Dé�nition : Pour a réel positif, on dé�nit la racine carré de a comme l'unique réel positif

noté
√
a qui véri�e (

√
a)2 = a.

Propriété :

1.
√
a+ b ≤

√
a+
√
b

2.
√
a2 =| a |.

Dé�nition : On appelle polynôme de degré 2 d'indéterminée X toute expression P (X) du

type P (X) = aX2 + bX + c avec a, b, c trois réels et a 6= 0 qu'on appelle les coe�cients de P .

Dé�nition : Soit P (X) un polynôme du second degré. On appelle racine réelle du polynôme

P tout réel a qui véri�e P (a) = 0.

Propriété : Soit P (X) = aX2 + bX + c un polynôme du second degré.

Alors P (X) = a((X + b
2a)2 − b2−4ac

4a2
) (cette écriture s'appelle la forme canonique de P ).

La quantité b2 − 4ac est noté ∆, c'est le discriminant du polynôme.

Si ∆ ≥ 0, alors P admet deux racines : −b+
√

∆
2a et −b−

√
∆

2a .

Si ∆ = 0, P admet une unique racine (appelé racine double) : −b2a .

Si ∆ < 0 alors P n'admet pas de racine dans R.

Propriété : Soit P (X) = aX2 + bX + c un polynôme du second degré. On suppose que P
possède deux racines, α et β. Alors αβ = c

a et α+ β = − b
a .
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