Synthése Espaces probabilisés finis

Définition :Dans une expérience aléatoire, on ne peut prédire le résultat de fagon certaine.
Cependant on suppose connu ’ensemble des résultats possibles, appelé univers, noté €. Dans la
suite €2 est un univers fini. On note en général w un élément de 2. Si n est un entier naturel non
nul, et si {2 contient n éléments, on note Q@ = {wy,wa, ..., wn}.

Définition :Soit © un univers fini. Un événement est une partie de 'univers w, c’est a dire
un élément de P(£2). Le couple (©2,P(2)) est appelé un espace probabilisable.

Q est I’événement certain, () est ’événement impossible, une partie contenant un seul élément
est appelé un événement élémentaire.

Définition :Si A et B sont deux événements de €2, on dit que A implique B si A C B.

Définition :Soit A un événement de €, le complémentaire de A, A, est appelé événement
contraire de A. Il est réalisé quand A n’est pas réalisé.

Définition :Si A et B sont deux événements, AU B est un nouvel événement. Cet événement
est réalisé si A est réalisé ou si B est réalisé.

AN B est un nouvel événement. Cet événement est réalisé si A et B sont réalisés simultané-
ment.

Définition :Soit A et B deux événements de €). On dit que A et B sont incompatibles si
AN B = (. Exemple :Un événement et son contraire sont incompatibles.

Définition :Soit (£2, P(€2)) un espace probabilisable fini. Soit (A1, Ag, ..., Aj,) une famille finie
d’événements de Q. Cette famille est un systéme complet d’événements si : V(i, j) € [|1;n|]?,i #
j=AiNnA;=0et N, A = Q. Exemple :Si A est un événements de (, le couple (A, A) est un
systéme complet d’événements. Si Q = {wi,wo,...,wy,}, la famille ({w1},{wa2},....,{wn}) est un
systéme complet d’événements.

Définition :Soit (€2, P(£2)) un espace probabilisable fini. On appelle probabilité sur €2 toute
application P : P(Q) — [0;1] telle que : P(2) =1 et si A et B sont deux événements incompa-
tibles de Q alors P(AU B) = P(A) + P(B).

Définition :Un espace probabilisé fini est un triplet (€2, P(2), P) ou (22, P(€2)) est un espace
probabilisable et P une probabilité sur cet espace. Si A est un événement de Q, P(A) est la
probabilité de A.

Propriété :Soit (2, P(£2), P) un espace probabilisé, A et B deux événements de . Alors
1. P(§) =0

2. P(A)=1- P(A).

3. Si AC B alors P(A) < P(B).

4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).



Propriété :Pour toute famille (A1, Ao, ...., A;,) d’événements deux & deux incompatibles de

n
I'espace probabilisé, on a P(A; U A U...UA,) = Z P(4;)
i=1

Propriété :Si Q = {w1,ws, ...,w, } est un univers fini. Soit (p1, p2, ..., Pn) n nombres réels tels
n

que Vi € [|1;nf],p; > 0 et > pi=1.

i=1
Alors il existe une unique probabilité P sur (2, P(2)) telle que P(w;) = p;, Vi € [|1;n]].
Dans ce cas, pour tout événement A de 2, P(A) = Z Di.

i€[|Ln]]/w, €A
Propriété :Soit (2, P(£2)) un espace probabilisable ou € est un ensemble fini de cardinal n.
Il existe une unique probabilité P prenant la méme valeur sur tous les événements élémentaires.

Pour tout élément w de , on a P(w) = 1 et pour tout événement A, P(A) = %. Cette

probabilité est appelé probabilité uniforme sur €.

Propriété :Pour tout événement A de l'espace probabilisé (2, P(Q2), P) vérifiant P(A) # 0,

on peut définir une nouvelle probabilité P4 en posant VB € P(Q), Po(B) = PI(DB(Q;U, appelé

probabilité conditionnelle relative & A. P4(B) est la probabilité de B sachant A.

Propriété :Pour tous événements A et B d’un espace probabilisé fini, on a :
P(ANB)=P(A)P4(B) si P(A) #0et P(ANB) = P(B)Pp(A).

Propriété :(Formule des probabilités composées)
Pour toute famille finie (Ap, Ag, ..., A;,) d’événements de ’espace probabilisé fini tels que
P(AlﬂAgﬂ...ﬂAn_l) 75 O,ona: P(AlﬁAgﬂ...ﬂAn) = P(Al)PAl (AQ)PAIQAZ (AB)----PAIQAQQ...ﬁAn_l (An)

Propriété :(Formule des probabiltiés totales) Soit (A1, Asg, ..., A, ) un systéme complet d’évé-
nements d’un espace probabilisé fini.. On suppose que pour tout i € [|1;n|] P(A;) # 0. Pour tout

événement B on a alors : P(B) = ZPAi(B)P(Ai)~

Propriété :(cas particulier important) Si A et B sont deux événements de ’espace probabilisé
et si P(A) #0 et P(A) # 1 alors P(B) = P4(B)P(A) + Px(B)P(A).

Propriété :(formule de Bayes) Si A et B sont deux événements d’un méme espace probabilisé
tels que P(A) # 0 et P(B) # 0. Alors : P(A/B) = ZE5EA

Définition :Soient A et B deux événement d’'un méme espace probabilisé. On dit que A et
B sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

Propriété :Soient A et B deux événements d’un méme espace probabilisé. On suppose que
P(A) #0. Alors A et B sont indépendants si et seulement si P4(B)P(B).

Définition :Soit (A4, Ag, ..., A,) une famille d’événements d’'un méme espace probabilisé.
Ces événements sont deux a deux indépendants si pour tout (i,j) € [|1;n[]?,i # j, A; et A; sont
indépendants.



