Synthése suites réelles

Définition :On dit qu’une suite (a,,) est stationnaire si elle est constante a partir d'un certain
rang, c’est a dire dng € N,n > ng = an = an41.

On dit qu'une suite est périodique de période p s’il existe un entier p non nul telle que
Vn € N,anqp = an.

Définition :Soit (a,) une suite réelle.

On dit que (ay,) est croissante (resp. strictement croissante) si Vn € N, ap4+1 > ay, (resp.an41 >
ap)-

On dit que (ay,) est décroissante (resp. strictement décroissante) si Vn € N, ap+1 < ay, (resp.an1 <
ap)-

On dit que (ap) est (strictement) monotone si (a,) est (strictement) croissante ou (stricte-
ment) décroissante.

Définition :Soit (ay) une suite numérique. On dit que (ay) est bornée si il existe K € R tel
que Vn € N, | a, |[< K.

Définition :Soit (a,) une suite réelle. On dit que la suite (a,) est majorée (resp. minorée)
§'il existe M € R (resp. m € N) tel que Vn € N, a,, < M (resp. Vn € N,a,, < M).

Définition :Une suite (ay) réelle ou complexe est convergente lorsqu'’il existe [ un nombre
réel ou complexe tel que : Ve >0,IpeN;n>p=|a, —1|<e
On dit que la suite (a,) admet [ pour limite ou encore que (a,) tend vers [ et on note
lim a, =1.
n—-+00

La suite est divergente sinon.

On dit que la suite (a,) admet +oo comme limite si VM > 0,3p € Nn > p = a,, > M. On
note lim a, = +o00.
n—-+0o00
On dit que la suite (a,) admet —oo comme limite si VM € R,3p € Nn > p = a, < M. On
note lim a, = —o0.
n—-+o0o

Propriété :Si une suite (a,) admet une limite finie ou infinie, cette limite est unique.
Propriété :Soit (a,) une suite numérique, ! un réel ou un complexe et (b,,) une suite reelle.
On suppose que (b,) tend vers 0 et qu'il existe p € N tel que si n > p, | a, — 1 |< by,. Alors (ay,)

tend vers 1.

Propriété :Soit (a,) une suite numérique. Les suites (a2, ) et (a2,+1) converge vers un méme
nombre [ si et seulement si la suite (a,) converge vers [.

Propriété :Une suite convergente est bornée.



Propriété :Soit (ay) et (b,) deux suite numeériques telles que (b,) est bornée et (ay) tend
vers 0. Alors (a,by) tend vers 0.

Propriété :Soit (a,) une suite numérique. Si (a,,) tend vers une limite ! non nul alors a,, est
non nul & partir d’un certain rang. De plus si [ est strictement positive (resp. négative) alors ay,
est strictement positive (resp. négative) a partir d’un certain rang.

Propriété :Soit A un nombre réel ou complexe, (a,) et (b,) deux suites numériques de limite
respective [ et I'.
1. lim Aa, = A

n—-+00

2. lim ap+0b,=101+10

n—-+oo

3. lim apb, =1

n—+oo
l
4. lim = il 40

— l/ 5
Propriété :
1. La somme d’une suite minorée et d’une suite tendant vers +oco est une suite tendant vers

+00. La somme d’une suite majorée et d’une suite tendant vers —oo est une suite tendant
vers —oo.

2. Le produit d’une suite tendant vers un réel fini non nul ou vers l'infini et d’une suite
tendant vers 'infini est une suite tendant vers l'infini (le signe est donné par la régle des
signes).

3. L’inverse d’une suite tendant vers 0 tend vers linfini, 'inverse d’une suite tendant vers
Pinfini tend vers 0.

Propriété :Soient (a,) et (b,) deux suites réelles. On suppose qu’a partir d'un certain rang
an < b, alors :

1. Si les deux suites sont convergentes, lim a,, < lim b,,.
2. Si (ay,) tend vers +oo alors (by,) également.

3. Si (by) tend vers —oo alors (a,) également.

Propriété :Soient (ay,), (bn) et (¢,) trois suites réelles. On suppose qu’a partir d’un certain
rang a, < b, < ¢, et que lima,, = lime¢, = [. Alors (by,) est convergente et limb,, = [.

Propriété :(théoréme des suites monotones - admis) : Soit (a,) une suite réelle, croissante
. Si (ay) n’est pas majorée alors elle admet +oo pour limite. Si elle est majorée alors (a,) est
convergente et lim a,, = sup{a,|n € N}.

Soit (ay) une suite réelle, décroissante . Si (a,) n’est pas minorée alors elle admet —oo pour
limite. Si elle est minorée alors (a,,) est convergente et lim a,, = inf{a,|n € N}.

Propriété :(cas des suites géométriques) Soit ¢ un nombre réel positif. La suite (¢") tend
vers 0 si | g | <1, tend vers 1 si g=1 et tend vers oo sinon.



Définition :Soient (ay) et (b,) deux suites réelles. On dit qu’elles sont adjacentes lorsque :
1. L’une est croissante, I'autre est décroissante.
2. lim (bp,—a,) =0

n—-+o0o

Propriété :Soient (ay,) et (b,) deux suites adjacentes. Les deux suites sont alors convergentes
et elles ont la méme limite.

Propriété : : Soit a > 0 et ¢ > 1.
qn nO{

lim=— =0etlim— =0

400 n! +oo0 g™

Définition : : On dit que (a,) et (b,) sont deux suites équivalentes si
() telle que a,, = a,by, et Em o, = 1. On note alors a,, ~ b,.
(o)

i . o . . a
Propriété :On suppose (b, ) non nulle & partir d’un certain rang. Alors a,, ~ b, < Em - =1
© On

Propriété :
1. a, ~ ay.
2. ap ~ b, = b, ~ ay.

3. (an ~ by)et(by, ~ cn) = an ~ cy.
Propriété :Si a,, ~ b, et si (ay) a pour limite un réel ou £oo alors (by,) a la méme limite.

Propriété :Si a, ~ b, et si a, est non nulle & partir d’un certain rang alors b,, est non nulle
a partir d’un certain rang.

Si, de plus, (a,) et (by,) sont deux suites réelles alors elles sont du méme signe & partir d’'un
certain rang.

Propriété :On suppose que (a,) est non nulle & partir d’un certain rang. Soit f une fonction
deéfinie au voisinage de 0, dérivable en 0. On suppose f/(0) # 0.
Si (ay) converge vers 0, alors f(ay) — f(0) ~ f'(0)ay,.

Exemple :Soit (a,) une suite non nul a partir d’un certain rang et qui converge vers 0. Alors
1. In(1+ay) ~ an

2. exp(ap) —1~ay,

3. sin(ay) ~ ap

4. tan(ay,) ~ ap
5

. arcsin(ay) ~ an

Propriété :exp(a,) ~ exp(b,) < llm an — by, =0.
oo

Propriété :Si a,, ~ b, et si (ay) converge vers un réel différent de 1 alors In(a,) ~ In(by,).



Propriété :
1. a, ~ b, = anc, ~ bycp.

. Qp ~ by et ¢, ~dy, = ancy, ~ bpd,.
1 1

2
3. Siayp ~ by et si (a,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang alors -~ ~ ;-.
mn n
4. Si a, ~ by, et ¢, ~ dy et si (¢,) ne s’annule pas a partir d’'un certain rang, alors o~ Z—".
n n
5

. ap ~ b, = ah ~ bl pour p € Nou p €Z et a, non nul & partir d'un certain rang.



