Synthése Polynomes

Définition :Soit n un entier, (ag, a1, ....,a,) n + 1 éléments de 'ensemble K. La fonction P

n
qui az € K associe P(z) = Z arz® est appelé polynome a coefficients dans K.
k=0
L’ensemble des polynomes & coefficients dans K est note K[X].

Définition :Le polynéme qui a tout x € K associe 0 est appelé polynéme nul.

Propriété :Soit P un polyndéme & coefficient réel. Alors P est nul si tous les coeflicients de
P sont nuls.

Propriété :Deux polynomes sont égaux si ils ont mémes coefficients.

Propriété :Soit P un polynéme non nul. Alors il existe un unique n entier naturel et
n

(ag,ai,...,a,) une famille de n + 1 éléments de K tel que a, # 0 et P = Zaka. n est
k=0
alors appelé le degré de P. On le note deg(P).

Le mondéme a, X" est appelé monéme dominant et le coefficient a, est appelé coefficient
dominant.
Par convention, le polynéme nul a pour degré —oo.

Définition :L’ensemble des polynémes a coefficients dans K de degré inférieur a n est noté
K, [X].

n

Définition :Soit P(X) = Z ax X" un polynome de degré n non nul, a coefficients dans K.
k=0

n
On appelle polynome dérivé de P, le polynome P'(X) = Z kapX* 1. Le polynéme dérivée d’un
k=1
polyn6éme constant est le polynéme nul.

n
Définition :Soit P(X) = Z arX* un polynéme de degré n non nul, & coefficients dans K.
k=0
On appelle p™€ dérivé de P le polynome P®) défini pour tout entier naturel p par la récurrence
PO = P et VpeN, PPt = (p@)Y,

Définition :Soit P et @Q deux polynomes. La somme de ces deux polynomes est un nouveau
polynomes défini par P + Q(z) = P(x) + Q(x).

Définition :Soit P € K[X] et soit A un élément de K. On note AP le polynoéme qui a a
associe AP(z).

Définition :Soient P et @ deux polynoémes. On note PQ le polyndéme qui & a associe

P(z)Q(x).



Propriété :Soient P et @ deux polyndémes tels que PQ =0 alors P =0 ou @ = 0.

Définition :Soient P et ) deux polynémes. On note P o ) le polynéme qui a & x associe

P(Q(x)).

Propriété : : deg(P') = dep(P) — 1 si P est non constant.
deg(P + Q)<max(deg(P),deg(Q)).

deg(AP)=deg(P) si A est non nul.
deg(PQ)=deg(P)+deg(Q)

deg(P o @)=deg(P)deg(Q).-

Définition :Soit P et @Q deux polynémes. P se factorise par ) s’il existe un polynoéme R tel
que P(X) = Q(X)R(X).

Définition :Soit P un polynéme non constant et a un élément de K. On dit que P se factorise
par X — a 8’1l existe un polynome Q tel que P(X) = (X — a)Q(X).

Remarque :Si P(X) = Q(X)R(X) alors deg(R)=deg(P)-deg(Q).

Définition :Soit P un polynéme non constant et ¢ un élément de K. On dit que a est une
racine de P si P(a) = 0.

Propriété :Soit P un polynome non constant et a un élément de K. Alors P se factorise par
X — a si et seulement si a est une racine de P.

Définition :Soit P un polynéme non constant et a un élément de K. On dit que a est une
racine multiple d’ordre de multiplicité r §'il existe un polynéome @ tel que P(X) = (X —a)"Q(x)
et Q(a) # 0. r s’appelle 'ordre de multiplicité de a.

Propriété :Soit P un polynéme de degré n a coefficients dans K et soit @ un élément de K.
a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si P(a) = P'(a) = P"(a) = ... =
P(r—1)(a) =0 et P(r)(a) # 0.

Propriété :(Théoréme de d’Alembert-Gauss) Tout polynéme non constant de C[X] admet
au moins une racine dans C.

Propriété :Tout polyndme de degré n a coeflicients complexes peut s’écrire comme le produit
de n polynome de degré 1.

Propriété :Soit P un polynéme de degré n a coefficients dans R. Il admet n racines com-
plexes, chacune comptée avec son ordre de multiplicité. De plus,les racines non réelles sont
conjuguées deux a deux et de méme ordre.

Propriété :Tout polynoéme & coefficient réels peut étre écrit sous la forme d’un produit de
polyndémes & coefficients réels, soit de degré 1, soit de degré 2, sans racine réelle.



