Synthése limites d’une fonction

f et g sont deux fonctions d’une variable réelle & valeurs réelles et on note Dy et D, leur
ensemble de définition.

Définition :Soit a € R. On dit que f est définie au voisinage de a s’il existe un intervalle [
contenant a, non réduit & un point, tel que I\ {a} C Dy.

Définition :Soit a € R et f une fonction définie au voisinage de a. Soit [ un réel.
On dit que f a pour limite [ en a si Ve > 0,39 > 0,Vz € Dy, |z —a |<n=| f(z)—1|<¢
on note alors [ = lim f ou [ = lim f(z)

a T—a

Propriété :Soit a € R et f une fonction définie au voisinage de a. Soit [ un réel.
lim f(z) =1l< lim | f(z) =l |=0< lim(f(x) —1)=0
r—a T—a T—a

Définition :On dit que f admet une limite finie en « si il existe un réel [ tel que f a pour
limite [ en a.

Définition :Soient a € R et f une fonction définie au voisinage de a.
On dit que f a pour limite 400 en a si VK > 0,39 > 0,Vo € Dy, |z —a |<n= f(z) > K
Dans ce cas, on note lim f = +oo

a

Définition :Soit @ € R et f une fonction définie au voisinage de a. [ est soit un nombre soit
+00 soit —oo. La fonction f admet [ pour limite & droite (resp. & gauche) en a si la restriction
de f a D¢Nla; 400 (resp DfN| — 00;al) a pour limite I en a. On note 1ir+nf =1 (resp lim f =1).

a a—

Propriété :Soit @ un nombre réel et f une fonction définie au voisinage de a.
On suppose qu’il existe un voisinage ouvert de a inclus dans Dy.

1. Si a n’appartient pas a Dy et si [ désigne soit un nombre réel soit +o0o soit —oo on a :
limf=I1l<limf=1limf=I
a at a~

2. Si a appartient & Dy, on a : lim f = f(a) & lirglf =lim f = f(a)
a a a~

Définition :Soit f une fonction définie sur Dy. On dit que f est définie au voisinage de +o00
(resp. —oo s'il existe un réel « tel que [ov; +00[C Dy (resp. [+oo;a[C Dy).

Définition :Soit [ un réel. Soit f une fonction définie au voisinage de +o0o. On dit que f a
pour limite [ en +oosiVe > 0,JA e R, Vx e Re > A=| f(z) -1 |< ¢
On note Emf =1
oo

Définition :Soit f une fonction définie au voisinage de +oc.
On dit que f a pour limite 400 en +o0osi VK > 0,JA € R,Vx € Dy, x > A= f(z) > K
On note Emf = +00

oo

Remarque : : Toutes les définitions de limites ne sont pas écrites dans cette synthése. Les
autres peuvent se déduire aisément de celles données.



Propriété :Soit a un réel ou 400 ou —oo. Si f admet une limite finie en a, cette limite est
unique.

Propriété :Soient a un réel fini ou +0o0 ou —oo et f une fouction définie au voisinage de a
et possédant une limite finie en a. Alors f est bornée au voisinage de a.

Propriété :Soit a un nombre réel, 400 ou —oco et f une fonction possédant une limite finie
I non nulle au voisinage de a. Alors f garde le signe de [ et ne s’annule pas au voisinage de a.

Propriété :Soient f une fonction définie sur D, (u,,) une suite d’éléments de D, a une réel
ou +00 ou —oo. Si lim u, = xp et lim f(x) =1 alors lim f(u,) =1
n—-+oo r—a n—-+00
Propriété :Soient a et [ deux éléments qui peuvent étre des réels finis, +0o ou —oo. Soit f
une fonction définie sur une partie D de R et au voisinage de a. La fonction f a pour limite [ en
a si et seulement si, pour toute suite (u,) de D de limite a, la suite f(uy) a pour limite [.

Définition :Soit a un nombre réel et f une fonction définie au voisinage de a. Si f admet
une limite infinie & gauche ou & droite de a, on dit que la droite d’équation = = a est asymptote
a la courbe de f en a.

Définition :Soit b un nombre réel. Soit f une fonction définie au voisinage de +o0o (resp.
—00). On dit que la droite d’équation y = b est asymptote a la courbe de f en +oo (resp. en

—00) si xginoof(x) = b (resp. Igr}oof(x) =b).

Définition :Soient a et b deux nombres réels, tels que a # 0. Soit f une fonction définie au
voisinage de 400 (resp. —oo). On dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote a la
courbe en 400 (resp. en —oo) si lim (f(z) — (az + b)) =0 (resp. lim (f(z) — (az + b)) = 0).

T—+00 T—+00

Propriété :a est un nombre réel ou +oo ou —oo. f et g sont deux fonctions définies au
voisinage de a. Soit A, [, 1’ trois réels.
1. Si igréf(x) = y%131}19(31:) = 0 alors ;gr(ll(f +g)(z) =0.
2. Si li_r>nf(m) = 0 et si g est bornée au voisinage de a alors li_r>n f.g(x) =0.
- . . _
3. Si %gi}lf(fc) =1let il_r)rég(x) =1
()l f +gla) = 1 +1
. T
(b) lim f.g(c) = U
(c) ;gré)\f(x) =\
1 f l

1
s 1 f . . P P _ - J _ v
(d) Sil 7é 0, alors g et g sont définies au volsinage de a et }:IH}L (CC) = 7 et }:lﬁ(ll (i(,') = l/.

Propriété :Soit a un nombre réel ou +0o0 ou —oo. soient f et g deux fonctions définies au
voisinage de a.



1. Si lim f(z) = +o0 et si g est minorée au voisinage de a alors lim f + g(x) = 00
Tr—a T—ra

2. lim f(x) = 400 et si g est minorée par une constante strictement positive au voisinage de
Tr—a

a alors illgfg(x) = +00.

3. Si lim f(x) = +oo et si g admet une limite finie non nulle ou tend vers 'infini alors fg a
poﬁ;ﬁmite Foo le signe étant déterminé par les régles des signes.

4. Si f tend vers +o0 en a alors % est définie au voisinage de a et a pour limite 0 en a.

5. Si f tend vers 0 en a et si f est strictement positive (resp.strictement négative) au voisinage
de a alors % tend vers +oo (resp.—oo).

Formes indéterminées :

— la somme de deux fonction 'une tendant vers +oo et 'autre vers —oo.

— Le produit de deux fonctions, I’'une tendant vers 0 et I’autre vers l'infini.

— le quotient de deux fonctions tendant vers 0, le quotient de deux fonctions tendant vers
I'infini.

Propriété :Soit a un nombre réel, +00 ou —oo. Soit f une fonction définie au voisinage de a
et qui admet [ pour limite en a. Soit g une fonction définie au voisinage de [ et qui a pour limite
I"en I. Alors g o f a pour limite I’ en a.

Propriété :Soit a un nombre réel, 400 ou —oo. Soient f et g deux fonctions définies sur un
méme ensemble D. on suppose que f < g au voisinage de a.

1. Si f et g ont des limites finies en a alors li_r>n flx) < li_r>ng(93).
2. Si lim f(x) = 400 alors limg(x) = 4o0.
r—a T—a

3. Si limg(x) = —oo alors lim f(x) = —oc.
Tr—a r—a

Propriété :Soit a un nombre réel, +0o ou —oo. Soient f, g et h trois fonctions définies au
voisinage de a. On suppose que f et h ont la méme limite finie, [, au voisinage de a et que
f < g < h au voisinage de a. Alors g admet une limite finie en a et ilg}lg(x) =a.

Propriété :Soit f une fonction définie et croissante sur Uintervalle I =]a; b[ (avec a < b deux
réels). Alors f posséde une limite (finie ou infinie) en a et en b. Si f est majorée, la limite en b
est finie et égale a la borne supérieur de f. Si f est minorée, la limite en a est finie et égale a la
bornée inférieure de f.

Propriété :Soient a et b deux nombres réels strictement positifs.
1. lim z%(In(z))’ =0
lim o (In(x))

1 a
2ty (@)
T—+00 X
3. lim z% =0

T——+00
ax

4. lim — =t
T—+00 T

=0



Définition :Soit a € R ou a = co. f et g sont définies au voisinage de a.
On dit que f est équivalente & g au voisinage de a s’il existe un voisinage V de a et une
fonction ¢ définie sur D NV telle que

Vee VN Df(x)=g(x)p(r)etlimp(r) =1

T—ra

Dans ce cas, on note f(z)~z—q(g(x)) ou frg(g).

Propriété :Soit a un réel ou £oo. Si f est équivalente & g au voisinage de a alors g est
équivalente a f au voisinage de a et on dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a.

Propriété :Soit a € R. f et g sont définies au voisinage de a. Si a € D on suppose que
lim f(z) = f(a) et lim g(z) = g(a).
Tr—a T—a

On suppose qu’il existe un voisinage I de a tel que g ne s’annule pas sur DN I\ {a}. Alors :

Propriété :Soient f une fonction définie sur un ensemble Dy de R et a € Dy. Si la fonction
f est dérivable en a et si f’(a) # 0 alors au voisinage de a, on a f(x) — f(a) ~ f'(a)(x — a).

Propriété :Au voisinage de 0 on a : sin(z) ~ z; tan(z) ~ x; In(1 4+ x) ~ z et pour a #
0,(1+x)*—1~az, 1—cos(x)~ ‘%2

Au voisinage de 1, on a In(z) ~z — 1
In(x) e’ —1 . sin(x)

Propriété :(FI classique) lini =1; lir% =1; hn%
r—>1T — xr—> X xr— X

=1

Propriété :Soit a un réel ou +oo. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a.

1. Sil’une posséde une limite finie ou infinie en a alors 'autre possede la méme limite en a.
2. Si f ne s’annule pas au voisinage de a alors g ne s’annule pas au voisinage de a.

3. Si f est strictement positive (resp. strictement négative) au voisinage de a alors g est
strictement positive (resp. strictement négative) au voisinage de a.

Propriété :0n considére des fonctions définies au voisinage de a, a étant un réel ou +oo.
Les équivalences sont données au voisinage de a.

1. Si f~getsign~ halors f ~ h.

2. Si fi ~ g1 et fa~ go alors f1fa ~ g1g2.
3. Si f~getsineNalors f* ~ g™
4

. Si f ~ g et §'il existe un voisinage I de a tel que g ne s’annule pas sur DN T\ {a} alors
101

f g



