Synthése développements limités

Définition : : Soit f une fonctions définie au voisinage de 0. On dit que f est négligeable
devant 2™ en 0 si il existe une fonction e définie au voisinage de 0 telle que : f(z) = e(x)z™ au
voisinage de 0 et lirr[l)e(a;) =0.

z—

Propriété :f est négligeable devant 2™ au voisinage de 0 ssi hn%) @ =0.
z—0 "

Définition :Soit f une fonction définie en au voisinage de 0. Soit n un entier naturel. On dit
que la fonction f posséde un développement limité d’ ordre n au voisinage de 0, §’il existe n + 1

réels (ag, ai, ..., a,) tel que, au voisinage de 0, f(z Zakx + o(x

Remarque :1l est équivalent de dire que f admet un développement limité a 'ordre n au
voisinage de 0 s’il existe (ap,ai,...,an) n+ 1 réels et € une fonction qui admet 0 pour limite en

0 tels que : f(x Zakx + z"e(x)

Définition :Smt f une fonction définie en au voisinage de xg. Soit n un entier naturel. On
dit que la fonction f posséde un développement limité d’ ordre n au voisinage de xg, s’il existe

n + 1 réels (ag, aq, ..., an) tel que, au voisinage de 0, f(x Zak z —20)* + o((x — 20)")
k=0

Propriété :Si f admet un développement limité d’ordre n en 0 alors elle admet un dévelop-
pement limité d’ordre p en 0 pour tout p € [|0; n|].

Propriété :
1. Une fonction f posséde un développement limité en 0 d’ordre 0 si et seulement si elle est

posseéde une limite en 0. Si f n’est pas définie en 0, elle est prolongeable par continuité
en 0.

2. Une fonction f posséde un développement limité d’ordre 1 si et seulement si elle est
dérivable en 0. Si f n’est pas définie en 0, elle est prolongeable en une fonction dérivable
en 0.

Propriété :Soit f une fonction qui possede un Dl d’ordre n au Voisinage de 0. Soient
(ag, ...y ap) €t (bg, ..., by) 2n + 2 réels tels que f(x Zakz +o(x Zbkx +o(x

Alors ay, = by, pour tout k € [|0;n|].

Définition :Si f posséde au voisinage de 0 un DI d’ordre n alors le polynéme dans le déve-
loppement est unique, on 'appelle partie réguliére du développement limité de f en 0.

n
Propriété :Si Zaka:k est la partie réguliere du développement de f au voisinage de 0 a
k=0



p

I’ordre n alors Zakxk est la partie réguliére du développement de f a ’ordre p au voisinage de
k=0
0 pour tout p € [0;n|].

Propriété :Soit f une fonction admettant un développement limité & ’ordre n en 0. Alors
si f est paire tous les termes d’ordre impair de la partie réguliére sont nulles et si f est impaire,
tous les termes d’ordre pair de la partie réguliére sont nuls.

Propriété :(Taylor Young) Soit f une fonction de classe |™ sur un intervalle I contenant xg

alors au voisinage de xq : f(z) = Zf(k('ajo)(x —z0)F + ((x — z0)")

Propriété :Au voisinage de 0 :

LoeP =142 42 4 4204 o(zm)
3

2. sin(e) =z — & + 5 + .+ (—1)" oy +0(a?2)

3. cos(x)=1-— ”2—? + % +..+ (—1)n(2n)! + o(22n+1)

4. (M 4z)* =1+ Go+2ey2 4 olealomntlpn g o(gn)
O iz Lo al ek (S o)

6. T =1+a+2%+..+ (=1)"2" + o(z")

Propriété :Soit I un intervalle contenant 0 et f une fonction définie et continue sur [

possédant un DI a l'ordre n au voisinage de 0, f(z Zakm +o(z™). Si F est une primitive de
f sur I alors F posséde un D1 & 'ordre n+ 1 au voisinage de 0 et F'(x 0)+ Z k‘ AR
O(xn—&-l)

Propriété :Au voisinage de 0 : In(1+ ) = § — %2 + o (—D)HED 4 p(27)

Propriété :Soit f et g deux fonctions définies sur un méme voisinage de 0 et admettant au
voisinage de 0 un dl d’ordre n de partie réguiére P et ) respectivement. Alors f+ g admet un dl
a Pordre n au voisinage de 0 de partie entiére P 4+ Q) et fg admet un dl & ordre n au voisinage
de 0 de partie entiére R oil R est le polynéme obtenu en ne gardant dans le produit PQ que les
termes de degré inférieur ou égal a n.

Propriété :Soit f une fonction admettant en 0 un dl a 'ordre n et telle que 1ir% fx)=0et
T—>

soit g une fonction admettant en 0 un dl & l’ordre n. On suppose f(Dy) C Dy et on note P et @
les parties réguliéres respectives de f et g. Alors g o f admet au voisinage de 0 un dl d’ordre n
de partie réguliere R ot R est le polynéme obtenu en ne gardant dans @ o P que les termes de
degré inférieur ou égal & n.



Propriété :Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n au voisinage

n
de 0 et dont la partie réguliére Zakxk est non nulle. Si p est le plus petit indice telle que a,, est
k=0
non nul alors f(x) ~ apz? au voisinage de 0.

Soit f une fonction qui posséde un développement a 'ordre n > 1 au voisinage de xg. Alors
f est dérivable en z( et admet un développement limité du type f(z) = ag + a1(x — z0) + ap(z —
x0)P + o(aP) avec a, # 0.

On sait que ag = f(x0), a1 = f'(x). Une équation de la tangente au point d’abscisse xq est
y = ag + a1(x — zp). Le terme suivant dans le développement donne la position de la courbe par
rapport a la tangente.

En effet f(z) —ap — a1(x — zo) a le signe de a,(x — x0)P. Si p est pair, cette quantité est du
signe de a,, sinon, l’expression change de signe en zg et la courbe présente un point d’inflexion
(c’est a dire, la tangente traverse la courbe).

On pose X = % et on recherche un développement limité de X f(X), au moins & V'ordre 1,
sinon plus pour connaitre la position de la courbe par rapport a I’asymptote.

Propriété :

1. Si f est de classe C2, alors f’(z) peut étre approché par w

. 3 A p f(z+h)—f(z=h)
2. Si f est de classe C°, alors f'(z) peut étre approché par “==—2 =",



