Chapitre 22 : Couple de VAR

Définition :On appelle couple de variables aléatoires réelles sur (£2, P(w)) toute application :
Z : Q — R? définie par Z(w) = (X (w),Y (w)) oit X et Y sont des VAR sur (2, P(w)). On
note Z = (X,Y) ce couple de VAR.

Propriété :Soit (X,Y) un couple de VAR sur I’espace probabilisable fini (2, P(€2)). On
note X(Q) = (z1,...,x,) et Y(Q) = (y1, ..., yp). Alors la famille d’événements ([X = z;]N[Y =
yj])(i,j)eﬂl,n”x[|1,p|] est un systéme complet d’événements appelé systéme complet d’événements
associé au couple (X,Y).

Définition :Soit (X,Y) un couple de VAR réelles sur l’espace probabilisé fini (2, P(w), P).
L’application Py yy : (z,y) = P([X = x]N[Y = y]) définie sur X (2) x Y (2) est appelée loi du
couple (X,Y) ou loi conjointe des VAR X et Y.

Propriété :Soit (X,Y) un couple de VAR de I’espace probabilisé fini (2, P(w), P). Si X(Q2) =
{z1,...,zn} et Y(Q) = {y1, ...,y } alors
P

n p n
YO Px=iny==> 0 P(X=in[Y=j)=1

i=1 j=1 j=1 i=1

Définition :Pour tout couple (X,Y) de variables aléatoires réelles de 'espace probabilisé
fini (2, P(w), P), la loi de X est appelé premiére loi marginale du couple et la loi de Y est appelé
deuxiéme loi marginale du couple.

Propriété :Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires réelles de ’espace probabilisé fini
(Q, P(w),P). On note X () = {x1,...,xn} et Y(Q) = {y1,...,yp}. Alors

Vi€ [|Lin]], P(X = ;) = ZP([X =] N[Y =y

Définition :Soit (X, y) un couple de VAR sur un espace probabilisé fini (2, P(w), P). Pour
tout y € Y(2) tel que P(Y = y) # 0, lapplication z — % = Py_y([X = 2]) =
P([X = z]/[Y = y]), définie sur X (Q2) est appelée loi conditionnelle & [Y = y] de X.

Propriété :Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles de ’espace probabilisé fini
(Q, P(w), P). On note X () = {z1,...,zn} et Y(Q) = {y1, ..., yp}. On suppose que P([X = x;]) #
0Vi € [|1;n[] et que P([Y =y;]) # 0Vj € [[1;p]]. Alors V(4, j) € [[1;n[] x [|1;p]]

P(IX =z]N[Y = y;]) = Px—p) ([Y = i) P(X = 21) = Py ) ([X = ) P(Y = y;)
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Définition :Soit (X, y) un couple de VAR sur un espace probabilisé fini (2, P(w), P) et soit

u: X(Q) x Y(Q) — R alors 'application Z définie par Vw € Q, Z(w) = (u(X (w), Y () est une
VAR notée u(X,Y).



Propriété :Soit (X, y) un couple de VAR sur un espace probabilisé fini (2, P(w), P) et soit
u: X(2) xY(Q) — R alors la loi de probabilité de Z = u(X,Y) est définie, pour tout z € Z(Q)
par

P(Z =2) = Y (w)ex(@)xy (@ u(ay)—- DX =2 N[Y =y])

Propriété :Soit (X,y) un couple de VAR sur un espace probabilisé fini (2, P(w), P). On
suppose que X () et Y(Q2) sont inclus dans N. Alors (X +Y)(Q) est inclus dans N et pour tout
ke (X+Y)(Q),

PX+Y =k)= Z(i,j)eNQ,iJrj:k P(X =dn[Yy =j]) = Zf:o P(X =dNn[Y =k—i])

Définition :On dit que deux var X et Y d’un méme espace probabilisé (2, P(w), P) sont
indépendantes si
V(z,y) € X(Q) xY(Q), P((X =z]N[Y =y]) = P(X =2)P(Y =y)

Propriété :Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles de I’espace probabilisé fini
(Q,P(w), P). Les VAR X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout x € X () et tout
y € Y(Q), les événements [X = x| et [Y = y] sont indépendants.

Propriété :Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles de ’espace probabilisé fini
(Q, P(w), P). Si X et Y sont indépendantes, alors pour toute partie E' de X (2 et toute partie F’
de Y (Q), les événements [X € E] et [Y € F| sont indépendants.

Propriété :Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles de ’espace probabilisé fini
(Q,P(w),P). Si X et Y sont indépendantes, alors pour toute fonction f : X(2) — R et toute
fonction g : Y(2) = R, f(X) et g(X) sont des VAR indépendantes.

Définition :Les VAR X1, ..., X, de l'espace (2, P(w), P) sont indépendantes deux a deux si
pour tout i et j distincts dans [|[1;n[n les VAR X; et X; sont indépendantes.

Définition :Les VAR Xj, ..., X,, de l'espace (2, P(w), P) sont mutuellement indépendantes
(ou indépendantes) si pour tout (z1,...,2,) € X1(Q) X ... x X,,(9),
P([X1 =z N...N[X, = x,)) = P([X1 = 21])...P([Xn = z,]).

Propriété :Si (X, .., X;,) est une famille de n VAR mutuellement indépendantes alors toute
sous-famille est formée de VAR mutuellement indépendantes.

Propriété :Si les variables aléatoires réelles Xy, ..., X,, sont mutuellement indépendantes,
alors elles sont deux & deux indépendantes.

Propriété :Si X;,...X,, sont n VAR indépendantes, alors pour toute fonction f : X;(Q2) x
. x Xp(©2) — R et toute fonction g : Xpp1 X ... X X,(2) — R, les VAR f(Xy,..., X)) et
9(Xp41, ..., Xpp) sont indépendantes.

Propriété :Si X1, ..., X, sont n VAR indépendantes, alors pour toutes familles (f1, ..., fn) de
fonctions qui vérifie f; : X;(Q) — R, Vi € [|1;n]], les VAR f1(X1), ..., fn(Xy) sont indépendantes.



Propriété :Soient (X,Y') un couple de variables aléatoires réelles de 1'espace probabilisé fini
(Q,P(w),P) et u: X(Q) xY(Q) — R. On note X(Q) = {z1,...,zn} et Y(Q) = {y1,....yp}
L’espérance de la VAR Z = u(X,Y) est donnée par

E(Z) =300 2 ulzs y) P(IX = 2] N [Y = y;)).

Propriété :Si Xi,...X,, sont n VAR définies sur un méme espace (£, P(w), P), alors
EXi+..4+X,) =EX))+ ...+ BE(X,).

Définition :Soient (X,Y’) un couple de variables aléatoires réelles de ’espace probabilisé fini
(Q, P(w), P). On appelle covariance de X et Y le réel, noté Cov(X,Y’) définie par
Cov(X,Y) = B((X - E(X))(Y — E(Y))

Propriété :(théoréeme de Koenig Huygens) Soient (X,Y’) un couple de variables aléatoires
réelles de l'espace probabilisé fini (2, P(w), P). La covariance de X et Y est donnée par la
formule :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Propriété :Soient X, X', Y des VAR définies sur un méme espace (2, P(w), P) et A un réel.
1. Cov(X,X)=V(X)

2. Cov(X,Y)=Cou(Y,X)

3. Cov(AX + X'Y) = ACov(X,Y) + Cov(X",Y)

Propriété :Soient (X,Y') un couple de variables aléatoires réelles de 1’espace probabilisé fini
(Q, P(w), P). Alors
VIX4+Y)=V(X)+V()+2Cw(X,Y)

Propriété :Soit X1, ..., X, une famille de n VAR sur (2, P(w), P). Alors

V(X1 + .+ Xn) =20 VI(IXE) + 2301 <0<, Cov( X, Xj)

Propriété :Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles de ’espace probabilisé fini
(Q, P(w), P), indépendantes ;

1. B(XY)=EX)E(Y)

2. Cov(X,Y)=0

3. V(X+Y)=V(X)+V(Y)

Propriété :Si Xq,..., X,, sont n VAR définies sur un méme espace pobabilisé, deux & deux

indépendantes,
V(X1 Xn) =0 V(Xk)

Propriété :Si (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles de l’espace probabilisé fini
(Q, P(w), P), indépendantes, suivant des lois binomiales de paramétres respectifs (m, p) et (n,p)
alors la somme X + Y suit une loi binomiale de parameétres (m + n,p)

Propriété :Si X, ..., X, sont n VAR iid suivant une loi de Bernoulli de paramétres p alors
X1+ ... + X, suit une loi binomiale de paramétre (n, p).



