Synthése Espace vectoriel K"

Soit n, p des entiers naturels.
Définition :L’ensemble des n-uplets de K est noté K”. Un élément de K™ est appelé un
vecteur. Un élément de K s’appelle un scalaire.

Définition :On munit ’ensemble K" de deux opérations :

1.

2.

L’addition de deux éléments de K" définie par :

V(e = (21, 20), ¥ = (Y1, s 9n)) € (K2, 2 +y = (z1 +y1, 22 + Y2, o, T + Yn)
La multiplication d’un élément de K™ par un scalaire, définie par :

Ve = (x1,...x) € K", VA € K, Az = (Azy, ..., A\zy)

Propriété :- Définition :
K™ muni de 'addition de deux vecteurs et de la multiplication d’'un vecteur par un scalaire
vérifie les propriétés suivantes, qui caractérisent les K — ewv.

1.

L’addition de deux vecteurs est une loi de composition interne, c’est & dire que la somme
de deux vecteurs de K" est un vecteur de K”. On dit aussi que K" est stable par addition.

. L’addition de deux vecteurs est associative.

. Il existe un élément, noté Ogn, tel que Vo € K", & + Ogn = Ogn + & = x Cet élément est

appelé neutre de K™ pour 'addition. Il est unique.

. Pour tout vecteur x de K" il existe un opposé(ou symétrique pour 'addition), noté —z,

tel que x 4+ (—z) = (—x) + z = Ogn. L’opposé d'un vecteur est unique.

L’addition est commutative.

. La multiplication d’un vecteur par un scalaire est une loi de composition externe, c’est a

dire que le produit est un vecteur de K”.

7. V(\, p) € K2, Vz € K, \.(p.w) = (\p).w.
8. Pour tout élément x € K", 1. = z.
9. V(\, ) € K2,V € K", (A + p).z) = Az + p.x.

10.

VA €K, V(z,y) € K2 \(z +y) = Ao+ \y.

Dans la suite E est un K-espace vectoriel et F' un sous ensemble de FE.

Définition :On dit que F' est un sous espace vectoriel de FE si :

— F est non vide

— Pour tout (x,y) € F?, v + y appartient & F.

— Pour tout scalaire A et tout vecteur x de F', le vecteur Az appartient a F'.

Propriété :Un sous espace vectoriel est un espace vectoriel sur K.

Propriété :(caractérisation des sous espaces vectoriels) F' est un sous espace vectoriel si :



1. F est non vide.
2. V(z,y) € F,Y(\,pu) eKE A +py € F.

Propriété :L’intersection de deux sous espaces vectoriels de E est un espace vectoriel.

Propriété :Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous espace vectoriel
de F.

Propriété :L’ensemble des solutions d'une équation linéaire homogeéne (ou d’un systéme
d’équations linéaires homogénes) a n inconnues est un sous espace vectoriel de K.

Définition :un p-uplet (e1, e, ..., ¢y de vecteurs de E est appelé une famille finie de p vecteurs
de E.

Définition :Un vecteur « de E est dit combinaison linéaire d’une famille (eq,ea,...,e,) de
vecteurs de F s7il existe p scalaires A, ..., A\, tels que

p
xTr = E )\iei
k=1
L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’une famille (eq, ..., e,) est noté Vect(ey, ez, ..., €p).

Propriété :Soit (e1, ez, ..., €p) une famille finie de vecteurs de E.
L’ensemble vect(eq, €2, ..., e,) des combinaisons linéaires de cette famille est un sous espace
vectoriel de E. On I'appelle le sous espace vectoriel engendré par (eq, ..., ep).

Définition :Une famille (e, e, ...,ep) de p vecteurs de E est dite génératrice de E si pour

P
tout x vecteur de E, il existe p scalaires A1, ..., A, tels que z = Z Ai€;.
k=1
On a alors E = vect(eq, €2, ..., €p).

Propriété :On note F' = vect(ey, e, ..., €p).

On ne change pas 'espace engendré F si :

— On change lordre des vecteurs de la famille (eg, e, ..., ep).

— On ajoute & un vecteur de la famille une combinaison linéaire des autres vecteurs de la
famille.

— on multiplie un vecteur de la famille par un scalaire non nul.

— on ajoute & la famille un nombre finie de vecteurs de F'.

— On enléve un vecteur qui est combinaison linéaire des autres.

— On enléve le vecteur nul.

Définition :Une famille (e, e, ..., ep) est libre si pour tout p-uplet de scalaires Aj, ...\, on
P
a: Z Aie; = 0= A1 = ... = A, = 0. Une famille qui n’est pas libre est dite li¢e.
k=1
Propriété :



1. Si une famille est liée alors en changeant 'ordre des vecteurs la famille reste liée.
2. Une famille qui ne contient qu’un vecteur est liée si et seulement si ce vecteur est nul.

3. Une famille qui contient deux vecteurs (eg;e2) est liée si et seulement si les vecteurs sont
colinéaires, c’est a dire si il existe X € K tel que e; = Aeg ou es = Op.

4. La famille est liée si et seulement si un des vecteurs peut s’exprimer comme combinaison
linéaire des autres.

Propriété :
1. Si une famille est libre, elle le reste lorsqu’on change 1’ordre.
2. Si une famille est libre, toute sous famille de cette famille reste libre.

3. Si une famille est libre et si deux vecteurs = et y de vect(eq, ea, ..., €,) sont égaux alors les
scalaires de la combinaison linéaire sont égaux.

Définition :Une famille finie (e, €9, ..., €,) de E est une base de FE si elle est libre et généra-
trice de E. Autrement dit si tout élément de F peut se décomposer en une unique combinaison
linéaire des vecteurs de la famille (eq, e, ..., €,), ie

n
Vo € B, AN, An)yz = ) Aie
k=1
les scalaires (Ag, ..., Ay, ) sont appelés coordonnées de x dans la base (e, ea, ..., €y).

Définition :Un espace vectoriel E non réduit a {0} est dit de dimension finie §’il admet une
famille génératrice. Un espace qui n’est pas de dimension finie est dit de dimension infinie.

Propriété :- Définition :(admis) Soit £ un espace vectoriel non réduit a {0} alors £ admet
une base. De plus, toute les bases de E ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé
dimension de E et noté dim(E). Par convention, la convention du singleton {0} vaut 0.

Dans la suite F un espace de dimension finie n.

Propriété :(admis) : Soit (e, ea, ..., ep) une famille libre de E. Alors il existe (epy1, ..., en)
tel que la famille (e, €9, ...,€,) est une base de E.

Propriété :(admis) :.
1. Toute famille libre posséde au plus n éléments.
2. Toute famille libre de n vecteurs est une base.

3. Une famille qui posséde strictement plus de n vecteurs est liée.

Propriété :(admis) :
1. Toute famille génératrice posséde au moins n vecteurs.

2. Toute famille génératrice de n vecteurs est une base.



3. Aucune famille de strictement moins de n vecteurs n’est génératrice.

Propriété :(admis) : Soit F' un sous-espace vectoriel de E alors F' est de dimension finie et
dim(F) < dim(F) avec égalité ssi F' = E.

Définition :Soit E un espace vectoriel de dimension n. On appelle droite vectoriel de F tout
sous espace vectoriel de E' de dimension 1 et plan vectoriel de E tout sous espace vectoriel de
de dimension 2. On appelle hyperplan de E tout sous espace vectoriel de dimension n — 1.

Définition :Soit (v1,...,vp) une famille de p vecteurs de E. On appelle rang de la famille, la
dimension 7 du sous espace vectoriel vect(vi, ..., vp).



