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Soit ¢ un réel strictement positif. On définit la suite (z,) par zg =t et Tp41 = /T, Vn € N,
1. (a) Soit g la fonction définie sur RT par g : 2 +— /2 — x. Etudier le signe de g.

(b) Montrer quesit>1,ona:Vn €N, 1<z,41 <z, En déduire que (z,) converge et
déterminer sa limite.

(c) Etudier la suite (x,,) quand t < 1.

2. On considére également deux suites (u,) et (v,) définies respectivement par

1
Vn € Nyu, =2"(z, — 1), et v, =2"(1 - —) = Un

Tn In
(a) Exprimer pour tout n € N, u,+1 — u, en fonction de z,41. En déduire le sens de
variation de (uy,).
b
(c

(b) Déterminer de méme le sens de variation de (vy,)
)
(d) Montrer que (uy,) et (vy,) sont convergentes.
)

)

Montrer que pour tout n € N, u, — v, > 0.

(e
(f

Déduire de la question (1), que (uy) et (v,) ont la méme limite qu’on notera L.

Pour tout n € N donner un encadrement de L a ’aide de u, et v,. En déduire que
pour tout t strictement positif, on a 1 — % <L<t-1.

3. L est un nombre réel dépendant de ¢t. Nous pouvons alors considérer la fonction f définie
sur R* par f(t) = L.

Pour ¢t > 0 et n € N, nous poserons z,(t) = zp, un(t) = tn, v,(t) = v, pour indiquer que
ces réels dépendent aussi de .

(a) Déterminer f(1).

t
(b) Calculer lim M
t—1t—1
En déduire que f est dérivable en 1 et donner f/(1).
(c) 1. Montrer que Vi1 € R | Vito € R [Vn € N,z (t1ta) = xn(t1)zn(t2)

ii. En déduire : lim (un(tltg) — un(tl) - un(tg))
n—-+o0o

iii. Donner une relation entre f(t1t2), f(t1), f(t2).

(d) i. Montrer que pour tout réel t strictement positif et tout réel h tel que ¢ + h est
positif, on a :
h
F+h) = 0 = F0+5)

ii. En déduire que f est dérivable sur R* et déterminer Iexpression de f/(t) pour
t > 0.
iii. En justifiant votre réponse, exprimer la fonction f a l’aide de fonctions usuelles.

(e) Exprimer, pour tout entier naturel n, x, en fonction de n et de ¢t. Retrouver alors
directement le résultat précédent.



