Chapitre 2 Fonctions réelle
I. Fonctions d’une variable

1.1 Fonction d’une variable & valeurs réels

Définition : Une fonction f d’une variable réelle & valeur réelle est un procédé qui associe a
toute valeur x d'un sous-ensemble D; de R une unique valeur, notée f(x), dans R.

Dy est appelé ensemble de définition de f.

Pour tout « dans Dy, f(x) est appelée I'image de x par la fonction f.

L’ensemble des valeurs atteintes par f, noté f(Dy)) est appelé ensemble image de f.

Si y est un élément de ’ensemble image de f et si x est un élément de Dy qui vérifie f(x) = v,
alors on dit que = est un antécédent de y par f. On note f~!({y}) I'ensemble des antécédents
de y.

L’ensemble des fonctions de R dans R est noté F(R,R).

Définition : Soit f une fonction d’une variable réelle & valeur réelle. Soit P un plan munie
d’un repére orthonormé. On appelle graphe de f dans le plan P (ou représentation graphique de
f), Vensemble des points du plan P de coordonnées (z, f(x)) lorsque ’on fait varier = dans Dy.

Définition : Soit f et g deux fonctions d’une variables réelles. On dit que f = g si les deux
fonctions sont définies sur le méme ensemble D et si f(x) = g(z),Vx € D.

1.2 Fonctions usuelles
Définition : La fonction identité est la fonction définie par f : z — x. Elle est définie sur R,
& valeur dans R.

Définition : La fonction valeur absolue est la fonction définie par
—x si x est négatif

|- |tz —|x|= . 2.
x, 81 X est positif

Elle est définie sur R, & valeur dans R .

Définition : La fonction partie entiére, notée | -], est la fonction qui & un réel associe le plus
grand entier inférieur ou égal & ce réel.

Définition : Soient a et b deux réels. Une fonction f définie par f(z) = ax + b pour tout x
réel est une fonction affine.

Définition : Soient n un entier naturel, (ag,a1,as,...,a,) n+ 1 réels. Alors la fonction f
n

définie par f(z) = Z apx® pour tout z réel est une fonction polynomiale.
k=0
Définition : f est une fonction rationnelle si elle est le quotient de deux fonctions polyno-
miales. Elle est définie pour ’ensemble des réels qui n’annule pas le dénominateur.



Définition : Le logarithme népérien est 'unique primitive de la fonction inverse, définie sur
R% et qui s’annule en 1. On la note In.

Propriété :

1. In(1) = 0.

2. V(z,y) € RYL x R, In(zy) = In(z) + In(y)
3. V(z,y) € R x Ri,ln(%) =In(x) — In(y)
4. Vn € Z,Vxr € R ,In(2") = nln(z)

Définition : Le logarithme décimal, noté log, est définie par log :  — lgl((f())),Vx S
Deéfinition : La fonction exponentielle, notée exp ou e, est la réciproque de la fonction In.

Propriété :

1L e?=1

2. Vx eR,e* >0

3. V(z,y) € R%,e™HY = e%el et €2V = &

4. Vx € RY, @) =z et Vz € R, In(e®) =z

Définition : Soit a € R} . La fonction exponentielle de base a est définie sur R par
z = a® = evn(a),

Propriété :

1. Vo € R, In(z®) = aln(x)

2. Y(a, B) € R x R,Va € R% 2% = (2%)° = (29)
3. ¥(a, B) € R x R,Vz € RY, 201F = 7925

Définition : Soit a € R, la fonction "puissance a" est la fonction qui & x réel strictement
aln(z)

positif associe x* = e

Définition : P : plan muni d’un repére orthonormé orienté. C' : cercle trigonométrique. A :
point de coordonnée (1,0). T": tangente au cercle en A

Si x € R, on peut associer un unique point M & x C :Parc de cercle AM a pour longueur
| z | (parcours dans sens direct si z > 0 dans le sens indirect sinon).

cos(z) est la valeur de I’abscisse du point M, sin(x) est la valeur de 'ordonnée de = tan(x)
est 'ordonnée du point d’intersection de T et de la droite OM (quand il existe).

Propriété :
__ sin(x)
1. tan(z) = cos(2)
2. cos(0) =1; cos(%) =0; cos(3) = % ; cos(F) = 72; cos(g) = 73; sin(0) = 0; sin(§) = 1;
sin(%) = ﬁ, sin(%) = 72, sin(§) = %, tan(0) = 0; tan(g) = V3; tan(}) = 1;



3. sin(x 4 27) = sin(x) ; cos(x + 27) = cos(x) ; cos(x+m) = — cos(z) ; sin(x + 1) = —sin(z) ;
cos(x 4 §) = —sin(z); cos(—x) = cos(x) ; sin(—x) = —sin(z).

Propriété : Soient a et b deux nombres réels.
. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
. sin(a + b) = cos(a) sin(b) + cos(b) sin(a)

. tan(a +b) = %

1

2

3

4. cosz( ) +sin?(a) =1
5. sin(2a) = 251n(a) cos(a)
6 s(2a) s2(a) —sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin ?(a)
7 ( cos( ) 2[cos(a + b) + cos(a — b)]

8 cos(b) = [sin(a + b) + sin(a — b))

9 2[cos(a — b) — cos(a + b)]

osla

n(a)
sin(a)

sin(b) =

Définition : x € [~1;1]. arcsin(z) est I'unique réel dans [—F; §] tel que sin(arcsin(z)) = z.

€ [—1;1]. arccos(x) est 'unique réel dans [0; 7] tel que cos(arccos(z)) = x.

r € R. arctan(x) est I'unique réel dans [—7; 5] tel que tan(arctan(z)) = 2.

Propriété : V(w y) € [-1;1] x [-5; Tl;y = arcsin(z) & x = sin(y).
V(z,y) € [-1;1] x [0;7];y = arccos(z) < x = cos(y).
V(z,y) € R x [ % 5]y = arctan(z) < 2 = tan(y).

1.3 Propriété des fonctions d’une variable réelle
Dans ce paragraphe, D est une partie de R.

Définition : Soient f et g deux fonctions définies sur D et A un réel.

— Le produit de f par A est la fonction notée Af et définie par Af : z — Af(z),Vz € D.
— Lasomme de f et g est la fonction notée f+g et définie par f+g : = — f(x)+g(x),Vx € D.
— Le produit de f et g est la fonction notée fg et définie par fg:z — f(x)g(z),Vz € D.
— Si g ne s’annule pas sur D. Le quotient de f par g est la fonction notée 5 et définiepar

I f(z)
g T (m),Vaz eD.

Définition : f définie sur Dy et g définie sur Dy. OSQ f(Dy) C D,
L’application go f , appelée composée de f par g, est définie par go f(x) = g(f(z)),Vx € Dy.

Définition : f définie sur Dy C R est une fonction bijective si il existe une fonction g définie
sur Dy = f(Dy) telle que :

fog(x) =x,Vx € Dget go f(x) =x,Va € Dy.

g est la réciproque de f, notée f~L.

Définition : On dit que f est paire (resp. impaire) si :



1. Dy est symétrique par rapport a : Vo € Dy, (—x) € Dy.
2. Vo € Dy, f(—x) = f(z)(resp.f(—x) = — f(x).

Définition : Soit £ un réel non nul, f définie sur D est t-périodique si :
1. VwGDf,x—tGDf et x +t € Dy.
2. Vo € Dy, f(x+1t) = f(x).

Définition : Soit f une fonction définie sur Dy et soit I un intervalle inclus dans Dy.
1. On dit que f est croissante sur I (resp. strictement croissante sur I) lorsque f conserve

le sens des inégalités :
V(z,y) € I’,a <y = f(z) < f(y), (vesp. V(z,y) € I*,z <y = f(z) < f(y)).
2. On dit que f est décroissante sur I (resp. strictement décroissante sur ) lorsque f inverse

le sens des inégalités :
V(z,y) € I’,x <y = f(x) > f(y), (resp. V(z,y) € I,z <y = f(x) > f(y))
3. On dit que f est constante sur I lorsque : V(x,y) € I?,z <y = f(z) = f(y)

Définition : Si f est (strictement) croissante ou (strictement) décroissante sur I, f est

(strictement) monotone sur 1.

Propriété : Soient f et g deux fonctions définies sur I et A un réel.
1. Si X est positif Af a le méme sens de variation que f.
2. Si A est négatif A\f a le sens de variation contraire a celui de f.

3. Si f et g ont le méme sens de variation f + g a également le méme sens de varaition.

Propriété : Soit f et g deux fonctions définies sur des intervalles I et J respectivement. On

suppose f(I) C J.
1. Si f et g ont le méme sens de variation sur I et J alors g o f est croissante.

2. Si f et g ont des sens de variations contraires sur I et J alors g o f est décroissante.

Définition : Soit f une fonction définie sur Dy et I un sous ensemble de 1.

1. On dit que f est majorée (resp. minorée) sur I lorsque :
IM eRVxel, f(x) <M, (resp ImeR V€I, f(x) >M

2. On dit que f est bornée sur I lorsque f est & la fois majorée et minorée sur 1.

Propriété : Si f est bornée sur I, il existe k € Ry tel que Vo € I, f(z) |< k.

Définition : Soit f une fonction définie sur Dy.
1. On dit que f admet un minimum (resp. un maximum) global en zg lorsque zg € Dy et

Va € Dy, f(x) = f(x0), (resp.Va € Dy, f(z) < f(wo)
Dans ce cas, on dit que f(zo) est le minimum (resp.le maximum) de f sur Dy.

4



2. On dit que f admet un minimum (resp. un maximum) local en xg lorsque
36,V € Dy, [o—ao| < ¢ = f(z) > f(ao), (resp Je, ¥z € Dy, Jo—ao] < ¢ = f(a) < f(w0)).

Définition : On dit qu’une fonction f admet un extremum (global ou local) lorsqu’elle admet
un maximum ou un minimum (global ou local).

III. Limites de fonctions
[ et g sont deux fonctions d'une variable réelle a valeurs réelles et on note Dy et D, leur
ensemble de définition.

3.1 Définitions

Définition : Soit ¢ € R. On dit que f est définie au voisinage de a §’il existe un intervalle 1
contenant a, non réduit & un point, tel que I\ {a} C Dy.

Définition : Soit a € R et f une fonction définie au voisinage de a. Soit | un réel.
On dit que f a pour limite [ en a si Ve > 0,39 > 0,Ve € Dy, |z —a |<n=| f(zx) -1 |<¢
on note alors [ = lim f ou [ = lim f(z)

a T—a

Propriété : Soit a € R et f une fonction définie au voisinage de a. Soit [ un réel.
lim f(z) =1l< lim | f(z) =l |=0< lim(f(x)—1)=0
z—a r—a T—a

Définition : On dit que f admet une limite finie en a si il existe un réel [ tel que f a pour
limite [ en a.

Définition : Soient a € R et f une fonction définie au voisinage de a.
On dit que f a pour limite 400 en a si VK > 0,39 > 0,Vo € Dy, |z —a |<n= f(z) > K
Dans ce cas, on note lim f = +oo

a

Définition : Soit a € R et f une fonction définie au voisinage de a. [ est soit un nombre soit
+00 soit —oo. La fonction f admet [ pour limite & droite (resp. & gauche) en a si la restriction
de f a D¢Nla; 400 (resp DfN| — 00;al) a pour limite I en a. On note lir+nf =1 (resp lim f = 1).

a a—

Propriété : Soit a un nombre réel et f une fonction définie au voisinage de a.
On suppose qu’il existe un voisinage ouvert de a inclus dans Dy.

1. Si a n’appartient pas & Dy et si [ désigne soit un nombre réel soit 400 soit —oo on a :
limf=I0l<limf=1limf=I
a at a~

2. Si a appartient & Dy, on a : lim f = f(a) & lirglf =lim f = f(a)
a a a~

Définition : Soit f une fonction définie sur Dy. On dit que f est définie au voisinage de +o00
(resp. —oo s'il existe un réel « tel que [a; +00[C Dy (resp. [4+o00;a[C Dy).



Définition : Soit [ un réel. Soit f une fonction définie au voisinage de +o0o. On dit que f a
pour limite [ en 400 si Ve > 0,FJA e R,Vz e R > A=| f(z) -1 |<¢
On note Emf =1
oo

Définition : Soit f une fonction définie au voisinage de +oo0.
On dit que f a pour limite 400 en +o0o0 si VK > 0,JA € R,Vx € Df, 2 > A= f(z) > K
On note Rmf = 400

oo

3.2 Propriétés des limites
Propriété : Soit a un réel ou +00 ou —oo. Si f admet une limite finie en a, cette limite est
unique.

Propriété : Soient a un réel fini ou 400 ou —oo et f une fonction définie au voisinage de a
et possédant une limite finie en a. Alors f est bornée au voisinage de a.

Propriété : Soit @ un nombre réel, +0o0 ou —oo et f une fonction possédant une limite finie
I non nulle au voisinage de a. Alors f garde le signe de [ et ne s’annule pas au voisinage de a.

Propriété : Soient f une fonction définie sur D, (u,) une suite d’éléments de D, a une réel
ou +00 ou —oo. Si lim u, = xp et lim f(x) =1 alors lim f(u,) =1
n—-+o0o r—a n—-+0o
Propriété : Soient a et [ deux éléments qui peuvent étre des réels finis, 400 ou —oo. Soit f
une fonction définie sur une partie D de R et au voisinage de a. La fonction f a pour limite [ en
a si et seulement si, pour toute suite (u,) de D de limite a, la suite f(uy) a pour limite .

Définition : Soit @ un nombre réel et f une fonction définie au voisinage de a. Si f admet
une limite infinie & gauche ou & droite de a, on dit que la droite d’équation = = a est asymptote
a la courbe de f en a.

Définition : Soit b un nombre réel. Soit f une fonction définie au voisinage de +oo (resp.
—00). On dit que la droite d’équation y = b est asymptote a la courbe de f en +oo (resp. en

—00) si wgriloof(x) = b (resp. rli}r_noof(:c) =b).

Définition : Soient a et b deux nombres réels, tels que a # 0. Soit f une fonction définie
au voisinage de +oo (resp. —o0). On dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote a la
courbe en 400 (resp. en —oo) si lim (f(z) — (ax + b)) =0 (resp. lim (f(z) — (ax + b)) =0).

T—+00 T—+00

Propriété : a est un nombre réel ou +0o0 ou —oo. f et g sont deux fonctions définies au
voisinage de a. Soit A, [, 1’ trois réels.
1. Si ilg}zf(:c) = i%g(x) = 0 alors ;gr(ll(f +g)(z) =0.
2. Si lim f(x) = 0 et si g est bornée au voisinage de a alors lim f.g(z) = 0.
z—a T—a
3. Si lim f(x) =1 et limg(z) =1
r—a r—a
(a) imf+g(z) =1+

r—a



(b) lim f.g(z) =1’

r—a
(¢) ImAf(z) =N
(d) Sil' # 0, alors X et £ sont définies au voisinage de a et liml(x) _! et limi(x) _ !
! g g & z—a g o z—ag A

Propriété : Soit a un nombre réel ou 400 ou —oo. soient f et g deux fonctions définies au
voisinage de a.
1. Si lim f(z) = 400 et si g est minorée au voisinage de a alors lim f + g(x) = 00
Tr—a Tr—a
2. li_r)n f(x) = 400 et si g est minorée par une constante strictement positive au voisinage de
x a
a alors lim f.g(z) = +oo.
T—a
3. Si lim f(x) = £oo et si g admet une limite finie non nulle ou tend vers l'infini alors fg a
r—a
pour limite oo le signe étant déterminé par les régles des signes.
4. Si f tend vers +00 en a alors % est définie au voisinage de a et a pour limite 0 en a.

5. Si f tend vers 0 en a et si f est strictement positive (resp.strictement négative) au voisinage
de a alors % tend vers +oo (resp.—oo).

Formes indéterminées :

— la somme de deux fonction 'une tendant vers +oco et ’autre vers —oo.

— Le produit de deux fonctions, 'une tendant vers 0 et 'autre vers 'infini.

— le quotient de deux fonctions tendant vers 0, le quotient de deux fonctions tendant vers
I'infini.

Propriété : Soit a un nombre réel, +00 ou —oo. Soit f une fonction définie au voisinage de
a et qui admet [ pour limite en a. Soit g une fonction définie au voisinage de [ et qui a pour
limite I’ en [. Alors g o f a pour limite I’ en a.

3.3 Limites et inégalités
Propriété : Soit a un nombre réel, +0o0 ou —oo. Soient f et g deux fonctions définies sur un
méme ensemble D. on suppose que f < g au voisinage de a.

1. Si f et g ont des limites finies en @ alors lim f(x) < limg(x).
Tr—ra Tr—a
2. Si lim f(x) = 400 alors limg(x) = 4o0.
T—a z—a

3. Si limg(x) = —oo alors lim f(x) = —o0.
Tr—a r—a

Propriété : Soit a un nombre réel, +00 ou —oco. Soient f, g et h trois fonctions définies
au voisinage de a. On suppose que f et h ont la méme limite finie, [, au voisinage de a et que
f < g < h au voisinage de a. Alors g admet une limite finie en a et li_r}lg(x) =a.

r—a

Propriété : Soit f une fonction définie et croissante sur l'intervalle I =a;b] (avec a < b
deux réels). Alors f posséde une limite (finie ou infinie) en a et en b. Si f est majorée, la limite
en b est finie et égale & la borne supérieur de f. Si f est minorée, la limite en a est finie et égale
a la bornée inférieure de f.



3.4 Comparaison de fonctions
Propriété : Soient a et b deux nombres réels strictement positifs.

1. lim z%(In(z))’ =0

z—0t

T

Tr—+00 :L‘b
3. lim z% =0
T—>+00
T

4. lim — = too
r——+oco I

=0

Définition : Soit a € R ou a = c0. f et g sont définies au voisinage de a.
On dit que f est équivalente & g au voisinage de a s’il existe un voisinage V de a et une
fonction ¢ définie sur D NV telle que

Ve e VN Df(x)=g(x)p(x)etlimp(r) =1

r—ra

Dans ce cas, on note f(z)~z—q(g(x)) ou f~u(g).

Propriété : Soit a un réel ou +oo. Si f est équivalente & g au voisinage de a alors g est
équivalente a f au voisinage de a et on dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a.

Propriété : Soit a € R. f et g sont définies au voisinage de a. Si a € D on suppose que
lim f(z) = f(a) et lim g(z) = g(a).
Tr—a T—a

On suppose qu’il existe un voisinage I de a tel que g ne s’annule pas sur DN I\ {a}. Alors :

Propriété : Soient f une fonction définie sur un ensemble Dy de R et a € Dy. Si la fonction
f est dérivable en a et si f'(a) # 0 alors au voisinage de a, on a f(z) — f(a) ~ f'(a)(z — a).

Propriété : Au voisinage de 0 on a : sin(z) ~ x; tan(z) ~ x; In(l + z) ~ x et pour a #
0,(1+x)*—1~az, 1—cos(x)~ %2

Au voisinage de 1, on a In(z) ~ z — 1
In(x) . et —1 . sin(x)

Propriété : (FI classique) lim1 1= 1; hH[l)i =1; hH(l) .

=1

Propriété : Soit a un réel ou +oo. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a.
1. Sil’une posséde une limite finie ou infinie en a alors 'autre possede la méme limite en a.
2. Si f ne s’annule pas au voisinage de a alors g ne s’annule pas au voisinage de a.

3. Si f est strictement positive (resp. strictement négative) au voisinage de a alors g est
strictement positive (resp. strictement négative) au voisinage de a.

Propriété : On considére des fonctions définies au voisinage de a, a étant un réel ou +oo.
Les équivalences sont données au voisinage de a.



Sif~getsign~ halors f~ h.

Si f1 ~ g1 et fo~ goalors f1fo ~ g192.
Sif~getsineNalors f* ~ g".

- W e

Si f ~ g et ¢’il existe un voisinage I de a tel que g ne s’annule pas sur D NI\ {a} alors
1 1

= ~ =

f g

IV. Continuité

4.1 Définitions f est une fonction réelle a valeurs réelles définie sur Dy.

Définition : Soit a € Dy. On dit que f est continue en a si lim f(x) = f(a).
T—a
Définition : Soit Dy = I un intervalle de R. On dit que f est continue sur I si elle est
continue en tout point de I. L’ensemble des fonctions continues sur I est noté C(I) ou C°([).

Définition : Soit a € Dy. On dit que la fonction f est continue & gauche (respectivement a
droite) en a si lim f(x) = f(a) (respectivement lim f(x)= f(a)).
T—a~ z—at

Propriété : Soit a un réel qui n’appartient pas & Dy. On suppose que f posséde une limite
finie [ en a. Soit g la fonction définie sur Dy U a par g(x) = f(x) si x € Dy et g(a) =1. Alors g
est un prolongement de f, continue en a. On I'appelle prolongement par continuité de f en a.

Définition : Soit a un réel qui n’appartient pas & Dy. On dit que f est prolongeable par
continuité & droite en @ si f admet une limite finie & droite en a. On dit que f est prolongeable
par continuité & gauche en a si f admet une limite finie a gauche en a.

4.2 Propriétés

Propriété : Soient f et g deux fonctions définies sur un méme ensemble D, a un élément de
D et A un réel quelconque. Si f et g sont continues en a alors f + ¢, fg et Af sont continues en
a. De plus si g(a) # 0 alors % et g sont continues en a.

Propriété : Soient f et g deux fonctions telles que Dy C Dy et a un élément de Dy. Si f est
continue en a et g est continue en f(a) alors g o f est continue en a.

Propriété : Soit a € Dy. On suppose que f est définie au voisinage de a. Si f est continue
en a, alors pour toute suite (uy) de Dy convergeant vers a, la suite (f(uy)) converge vers f(a).

Propriété : (théoréme des valeurs intermédiaires) Soient a et b deux réels avec a < b. Si la
fonction f est continue sur U'intervalle [a;b], alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il
existe ¢ € [a;b] tel que f(x) = k.

Propriété : Si f est continue sur un intervalle I non réduit & un point et si f change de
signe sur [ alors f s’annule sur I.



Propriété : L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
Définition : Un segment est un intervalle fermé borné.

Propriété : Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornées (c’est a
dire posséde un maximum et un minimum).

Propriété : L'image d’'un segment par une fonction continue est un segment.

Propriété : (théoréme de la bijection) Si f est une fonction continue et strictement monotone
sur un intervalle [ alors f réalise une bijection de I sur 'intervalle f(I).
La bijection réciproque de f est elle aussi monotone, de méme sens de variation et est continue

sur f(I).

V. Dérivabilité
Définition : Soit f une fonction réelle & valeurs réelles définie sur un ensemble D;. Soit a

un élément de Dy.

On dit que la fonction f est dérivable en a si la fonction x — W admet une limite finie

en a. Cette limite est appelée nombre dérivé de f en a et est notée f'(a) ou %(a).

Propriété : (dérivées usuelles)
f(z) f'(z) !
v = x:
", ne’l na™ 1 Rsin >0, RY ou R* sinon
I _ L R*
z z2 T
a a— *
z, a € R\Z ar R
Inz) I R,
e’ e’ R
a®,a>0 In(a) x a”® R
cos(z) — sin(x) R
sin(z) cos(x) R
tan(z) 1+ tan?(z) ou Wl(x) | =5 +km 5 +knl,kcZ
T
arctan(z) e R

Propriété : : La tangente T' & la courbe C de f lorsque f est dérivable en xy admet pour
équation y = f'(z0)(x — o) + f(0)

Propriété : Si la fonction f est dérivable en a, elle est continue en a.
Définition : La fonction f est dérivable sur [ si f est définie sur I et dérivable en tout point
a€l.

On appelle alors fonction dérivée de f et on note f’ ou % la fonction qui & tout x € I associe
le nombre dérivée de f en z, f'(z).
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Définition : Soient f une fonction définie sur un ensemble Dy de R et a € Dy. On dit que
f est dérivable a droite (resp. a gauche) en a si la restriction de f a [a;+o0o[ (resp. & | — 00; xg])
est dérivable en a. On note alors f(a) (resp. f(a)) cette dérivée.

Propriété : Soient f une fonction définie sur un ensemble Dy de R et a € Dy. On suppose
que Dy contient un intervalle ouvert contenant a. Alors f est dérivable en a si et seulement si f
est dérivable & droite et a gauche en a et fj(a) = fi(a).

Propriété : Soient f et g deux fonctions dérivables en xg et A un réel.

1. f+ g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).

2. fg est dérivable en xg et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d (a).

3. \f est dérivable en zg et (Af) (a) = Af'(a).

4. si de plus g(a) # 0, é et g sont dérivables en a et (é)’(a) = — oy © (%)’(a) =

f'(a)g(a)—g'(a)f(a)
(9(a)?)

Propriété : Soient I et J deux intervalles de R. Soient f et g deux fonctions définies res-
pectivement sur [ et J. On suppose f(I) C J. Si f est dérivable sur I et si g est dérivable sur J
alors g o f est dérivable sur I et (go f) = f' x (¢’ o f).

Propriété : Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Si f
est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I, la fonction f~1 est dérivable sur J = f(I) et
1
—1\/ __
(f ) - flof_l

Propriété : Soit f une fonction dérivable sur I. Soit a un élément de I qui n’est pas une
extrémité. Si f posseéde un extremum local en ¢ alors f'(¢) = 0.

Propriété : (théoréeme de Rolle) Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction
deéfinie sur U'intervalle [a; b], continue sur [a; b], dérivable sur |a; b et telle que f(a) = f(b), alors
il existe ¢ €]a; b[ tel que f'(c) = 0.

Propriété : (Formule des accroissements finis) Soient a et b deux réels tels que a < b et f
une fonction définie sur intervalle [a;b], continue sur [a;b], dérivable sur ]a;b[. Alors il existe

¢ €la; b| tel que f'(c) = fb)=fla)

b—a

Propriété : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. La fonction f est croissante sur I si seulement si f’ est positive ou nulle.
2. La fonction f est décroissante sur I si seulement si f’ est négative ou nulle.

3. La fonction f est constante sur I si seulement si f’ est nulle.

Propriété : Si f est une fonction dérivable sur I et si f’ est strictement positive (resp.
strictement négative) sur I, alors f est strictement croissante (resp. strictement décroissante)
sur L.

11



Définition : Soit I un intervalle non réduit & un point et f une fonction définie sur 1. On
définit par récurrence la dérivée n-eme de f, notée f(. On pose fI0 = f. f est n fois dérivable
si elle est n — 1 fois dérivable et si f("~1) est dérivable sur I. On pose alors f(™) = (f ("_1))’ .

Définition : Soit f une fonction définie sur I. On dit que f est de classe C" sur I ou que f
est n fois continument dérivable sur I, si f est n fois dérivable sur I et f(" est continue sur I.
On note C"(I) 'ensemble des fonctions n fois continument dérivables sur I.

Définition : Si pout tout entier naturel n la fonction f est dérivable, on dit que f est
indéfiniment dérivable ou de classe C*>°. On note C*°(I) I’ensemble des fonctions indéfiniment
dérivables sur I.

Propriété : Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables sur I (resp. de classe C" sur I) et
si A est un réel alors :

1. f+ g est n fois dérivable (resp. de classe C" sur I) et (f +¢)™ = f0 4 g,
2. Af est n fois dérivable (resp. de classe C" sur I) et (Af)(") = A f()

3. fg et n fois dérivable (resp. de classe C™ sur I).
4

. si de plus f ne s’annule pas sur I, % est n fois dérivable (resp. de classe C™ sur I).

Propriété : Soient I et J deux intervalles de R non réduit & un point, f une fonction définie
sur I, g une fonction définie sur J, telles que f(I) C J. Si f et g sont n fois dérivables (resp. de
classe C™)), alors g o f est n fois dérivable (resp. de classe C™)

VI. Intégration sur un segment
Propriété : (admis) Toute fonction continue sur I admet une primitive sur I.

Définition : Soit f une fonction continue sur le segment [a; b] avec a et b deux réels. Soit F' une

b
primitive de f sur cet intervalle. On appelle intégrale de f de a & b le réel / f(t)dt = F(b)—F(a).
a

Propriété : Soit f une fonction dérivable sur I. Soit a et b deux réels appartenant & I. On

a: f(b /fdt

Propriété : Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour tout a € I la fonction F

définie sur I par F(z / f(t)dt est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Propriété : (linéarité de U'intégrale) Soit f et g deux fonctions continues sur [a;b] et A et p
b b b
deux réels. / Af(t) + pg(t)dt = A/ ft)dt + u/ g(t)dt
a
Propriété : (relation de Chasles) Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a,b,c

trmsreelsde[/f t)dt = /f dt+/f t)dt
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Propriété : (positivité de I'intégrale) Soit f une fonction continue et positive sur [a;b] (avec
a <b). / f(®)dt >0
a
Propriété : (croissance de l'intégrale) Soit f et g deux fonctions continues sur [a;b] (avec
b
a < b) telles que f(t) < g(t)Vt € [a; ] alors / ft)dt < / g(t)dt
a a
b b
Propriété : Soit f une fonction continue sur [a;b] (avec a < b). | / f)dt |< / | f(t) | dt
a a
Propriété : (inégalité de la moyenne) Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] (avec
a < b). min(f;a;b]) / ft)dt < max(f;[a;b])
Propriété : (Intégration par parties) Soient u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle
b b
[a; D). / o (t)o(t)dt = [u(t)v(t)] — / w(t)' (t)dt
a a

Propriété : (Changement de variables) Soient I et J deux intervalles de R, soit f une
continue sur I et ¢ une fonction de classe C! sur J telle que (.J) C I. Alors, pour tout a, b dans

b »(b)
J, / Flo(t)g (t)dt = / St

xT

Propriété : Si f est une fonction continue et paire sur R alors pour tout z € R, f(t)dt =
= —T
2 / f(t)dt
0
Si f est une fonction continue et impaire sur R alors pour tout = € R, f(t)dt=0

—T
Si f est une fonction continue sur R et périodique de période T alors pour tout a € R

/a - F(t)dt = /0 ! F(t)dt

Propriété : (admis) Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour tout a et b dans I
b

tels que a < b, 'intégrale / f(t)dt désigne l'aire algébrique du domaine délimité par Cy, l'axe

a
des abscisses, les droites d’équations x = a et x = b.

Propriété (Somme de Riemann) Soit f une fonction continue sur [a;b] (avec a < b).

R AL

lim
Définition : Smt a < b deux réels. Soit f une fonction définie sur U'intervalle [a; b]. On dit que
f est continue par morceaux sur [a;b] si f est continue en tout point de [a; b] sauf éventuellement
en un nombre fini de points ou f admet une limite finie & gauche et & droite et si f admet une
limite finie & droite en a et & gauche en b.
Autrement dit f est continue sur [a;b] 'l existe des réels xp < z1 < ... < @, tels que :
— x9g=aetx, =0b.
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— Pour tout k£ € [|0;n — 1|], f est continue sur |zy;zky1[ et admet un prolongement par
continuité sur |rg; g1

la famille (zg, z1, ..., z,) est appelée subdivision adaptée a f.

On note C \/@([a; b]) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a;b].

Définition : Soient a < b deux réels. Soient f une fonction continue par morceaux sur [a; b]
et (zg,x1,...,x,) une subdivision adaptée a f. Pour tout k € [|0;n — 1|], on note fi la fonction
continue sur [xg; zr11] qui prolonge la restriction de f & |zg; xg41[. alors Uintégrale de f de a a

b n—1 Tpa1
b est le réel : / ft)ydt = Z/
a k=0’ Tk

VII. Développements limités

Définition : : Soit f une fonctions définie au voisinage de 0. On dit que f est négligeable
devant =™ en 0 si il existe une fonction e définie au voisinage de 0 telle que : f(z) = e(x)z™ au
voisinage de 0 et igrbe(x) = 0. On note alors f(z) = o(z").

=0.

Propriété : f est négligeable devant " au voisinage de 0 ssi hr% f(f)
z—0 T

Deéfinition : Soit f une fonction définie en au voisinage de 0. Soit n un entier naturel. On dit
que la fonction f posséde un développement limité d’ ordre n au voisinage de 0, s’il existe n 4 1

réels (ag, ai,...,an) tel que, au voisinage de 0, f(z Zaka: +o(x

Définition : Soit f une fonction définie en au voisinage de xg. Soit n un entier naturel. On
dit que la fonction f posséde un développement limité d’ ordre n au voisinage de xg, s’il existe

n + 1 réels (ag, ay, ..., a,) tel que, au voisinage de 0, f(x Zak z —20)" 4+ o((z — zo)™)
k=0

Propriété : Si f admet un développement limité d’ordre n en 0 alors elle admet un dévelop-
pement limité d’ordre p en 0 pour tout p € [|0; n|].

Propriété :
1. Une fonction f posséde un développement limité en 0 d’ordre 0 si et seulement si elle est

posséde une limite en 0. Si f n’est pas définie en 0, elle est prolongeable par continuité
en 0.

2. Une fonction f posséde un développement limité d’ordre 1 si et seulement si elle est
dérivable en 0. Si f n’est pas définie en 0, elle est prolongeable en une fonction dérivable
en 0.

Propriété : Soit f une fonction qui posséde un_ DIl d’ordre n au voisinage de 0. Soient
(agy ...y ap) €t (bo, ..., by) 2n + 2 réels tels que f(x Zakx +o(x ZkaU +o(x

Alors ay, = by, pour tout k € [|0;n].
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Définition : Si f posséde au voisinage de 0 un DIl d’ordre n alors le polynéme dans le
développement est unique, on 'appelle partie réguliére du développement limité de f en 0.

n
Propriété : Si Zakxk est la partie réguliére du développement de f au voisinage de 0 a

k=0
p

I’ordre n alors Zakxk est la partie réguliere du développement de f a 'ordre p au voisinage de
k=0
0 pour tout p € [0;n|].

Propriété : Soit f une fonction admettant un développement limité & I'ordre n en 0. Alors
si f est paire tous les termes d’ordre impair de la partie réguliére sont nulles et si f est impaire,
tous les termes d’ordre pair de la partie réguliére sont nuls.

Propriété : (Taylor Young) Soit f une fonction de classe C™ sur un intervalle I contenant

xg alors au voisinage de xq : f(z) = ka(‘xo)(x — z0)* + ((x — z0)")

Propriété : Au voisinage de 0 :
LoeP =142 42 4 420 4 o)
. 27L+1
2. sin(z) =@ — 5 + & + . + (—1)" Gy + 0(@* )

3. cos(z) =1— % + 2 4. +.. 4+ (= 1)"(”” s o(x?m 1)

4. (1+ ) —1+1,.’£+a(a 1) 2+ +% n+o( )
5.%_1—564—332— + (=1)"z" 4 o(x™)
6. 7= =1+a+2%+..+ (=1)"2" + o(z")

Propriété : Soit [ un intervalle contenant 0 et f une fonction définie et continue sur [

possédant un DI a l'ordre n au voisinage de 0, f(z Zakx +o(z™). Si F est une primitive de
f sur I alors F posséde un D1 & 'ordre n+ 1 au voisinage de 0 et F'(x 0)+ Z k AN
0<xn+1)

2

Propriété : Au voisinage de 0 : In(1+2) = £ — L + ..+ (—1)"+H1Z0 4 o(z")

Propriété : Soit f et g deux fonctions définies sur un méme voisinage de 0 et admettant au
voisinage de 0 un dl d’ordre n de partie réguiére P et @) respectivement. Alors f + g admet un dl
a 'ordre n au voisinage de 0 de partie entiere P+ @ et fg admet un dl & I’ordre n au voisinage
de 0 de partie entiére R o R est le polyndéme obtenu en ne gardant dans le produit PQ que les
termes de degré inférieur ou égal a n.
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Propriété : Soit f une fonction admettant en 0 un dl a l'ordre n et telle que lir% flx)=0
Tr—r

et soit g une fonction admettant en 0 un dl & 'ordre n. On suppose f(Dy) C Dy et on note P et
Q@ les parties réguliéres respectives de f et g. Alors g o f admet au voisinage de 0 un dl d’ordre
n de partie réguliére R oil R est le polynéme obtenu en ne gardant dans @ o P que les termes de
degré inférieur ou égal a n.

Propriété : Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n au voisinage

n
de 0 et dont la partie réguliére Zaka:k est non nulle. Si p est le plus petit indice telle que a,, est
k=0
non nul alors f(x) ~ apz? au voisinage de 0.

Soit f une fonction qui posséde un développement a 'ordre n > 1 au voisinage de xg. Alors
[ est dérivable en x et admet un développement limité du type f(z) = ag+ai(z —z0) + ap(x —
x0)P + o(aP) avec a, # 0.

On sait que ag = f(x0), a1 = f'(xp). Une équation de la tangente au point d’abscisse xq est
y = ag + a1(x — zp). Le terme suivant dans le développement donne la position de la courbe par
rapport a la tangente.

En effet f(z) — ap — a1(x — z¢) a le signe de ap(z — x9)P. Si p est pair, cette quantité est du
signe de a,, sinon, l’expression change de signe en zg et la courbe présente un point d’inflexion
(c’est a dire, la tangente traverse la courbe).

On pose X = % et on recherche un développement limité de X f(X), au moins & V'ordre 1,
sinon plus pour connaitre la position de la courbe par rapport & I’asymptote.
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