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Exercices : Réduction

Exercice 1 : Réduction de matrices Dans chacun des cas suivants, déterminer les valeurs
propres de la matrice M et les espaces propres associés; M est-elle diagonalisable sur R? Et sur
C?

1 5 1 1 1
! M_<2 4) 4. M=[111
1 -1 0 1 1 1
2. M = -1 1 2 1 2 -1
0 0 2 5 M = 2 -1 1
2 1 1 1 -3 2
3. M= 0o 1 -1 cosf —sinf
0 -1 1 6'M_(sin9 cosf )’ PER

Exercice 2 : Réduction d’endomorphismes Dans chacun des cas suivants, déterminer
les valeurs propres de ’'endomorphisme f et les espaces propres associés; f est-il diagonalisable 7

1. f:(z,y) ER?2 = 22+ y,x —y) € R?

2. fi(z,y,2) ER¥*—= (z+y,y+2,2+2y+2) € R3
3. f: M e My(K) =t M e Mc(K)

A f:PeK;sX] — XP € Ks[X]

5. f:aX?+bX +c € Ko[X] s eX2 +a € Ko[X]

Exercice 3 : Réduction de matrices sans calculs Dans chacun des cas suivants, déter-
miner sans aucun calcul si la matrice M est diagonalisable.

310 1 1 8 1 2 3
1. M=[10 3 0 2. M= 0 6 7 3. M=| 2 -1 3
0 0 3 0 09 3 3 0

Exercice 4 : Polynémes de matrices et application a la réduction Soit A € M,,(K)et
P=ay+ a1 X + ...+ a, X" € K[X]. On notera P(A) la matrice apl, + a1A + ... + a, A™.
1. On suppose que P(A) = 0, c’est-a-dire que P(A) est la matrice nulle. Soit A une valeur
propre de A, montrer que P(\) = 0.
La réciproque est-elle vraie ? On pourra regarder le cas de A = I, et P(X) = X? — X.

2. On considére la matrice

-2 2 —6
A=| -2 3 =3
2 -1 5
Déterminer un polyndéme P de degré 2 tel que P(A) = 0. En déduire si la matrice A est

diagonalisable.
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3. On considére une matrice A € M,,(R) qui vérifie A2 —10A+251,, = 0. A quelle condition
la matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 5 : Calcul des puissances d’une matrice non diagonalisable Dans cet exer-
1 -1 0
cice, on étudie la matrice A = 1 0 -1
-1 0 2

1. On étudie ici la diagonalisablité de A.
(a) Déterminer les valeurs propres de A.
(b) Donner les espaces propres associés.
(¢) La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. On cherche tout de méme a exprimer A sous une forme plus simple.

(a) Montrer, en effectuant un changement de base, que A est semblable & la matrice

1 10
B=1011
0 01

(b) Sin €N, calculer B™ et en déduire A".

Exercice 6 : Un endomorphisme sur un espace de polynémes On se donne n > 3 et on
travaille sur le R—espace vectoriel R,[X]. On définit :VP € R,[X], f(P)= (X2+1)P"—2XP’

1. Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X] et donner sa matrice dans la base cano-
nique de R, [X].

Déterminer I’ensemble des valeurs propres de f.
Montrer que ker f C R3[X] et en donner une base.
Déterminer ker(f + 2Idg).

A ol o

L’endomorphisme f est-il diagonalisable?

Exercice 7 : diagonalisation d’une matrice de taille n

1 ... ... ... 11
10 ... ... ... 01
On pose A = S (0) Lo € My (R)
1 0 01
1 1 1 1

1. Déterminer le rang de A.
2. Déterminer les valeurs propres de A et les sous-espaces propres de A.

3. A est-elle diagonalisable ?



